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УДК 512.55
ОБ АВТОМОРФИЗМАХ СВОБОДНОЙ АЛГЕБРЫ ЛИ РАНГА 3
НАД ОБЛАСТЬЮ ЦЕЛОСТНОСТИ
А.А. Алимбаев1, Р.Ж. Наурызбаев2, У.У. Умирбаев3
Аннотация
Доказано, что группа ручных автоморфизмов свободной алгебры Ли (и
свободной антикоммутативной алгебры) ранга 3 над произвольной областью
целостности является свободным произведением групп с объединенной под-
группой. Построен пример дикого автоморфизма свободной алгебры Ли (и
свободной антикоммутативной алгебры) ранга 3 над произвольным евкли-
довым кольцом. Этот пример является аналогом известного автоморфизма
Аника [1] для ассоциативных алгебр.
Ключевые слова: свободная алгебра Ли, автоморфизм, ручной автомор-
физм, свободное произведение групп, евклидова область.
1 Введение
Хорошо известно [2, 3], что все автоморфизмы алгебры многочленов K[x, y]
от двух переменных над произвольным полем являются ручными. Более того,
группа автоморфизмов алгебры K[x, y] допускает структуру амальгамированного
свободного произведения, т.е.
Aut(K[x, y]) ∼= A ∗C B,
где A – подгруппа аффинных автоморфизмов, B – подгруппа треугольных авто-
морфизмов и C = A ∩ B. Этот результат, по существу, был доказан в 1953 году
В. ван дер Калком [3]. Впервые точная формулировка была дана И.Р. Шафа-
ревичем [4]. В работе Д. Райта [5] доказан аналог этого результата для ручных
автоморфизмов двупорожденных алгебр многочленов над произвольной областью
целостности.
Автоморфизмы свободных ассоциативных алгебр ранга 2 над произвольным
полем [6, 7] и свободных алгебр Пуассона ранга 2 над полем нулевой характери-
стики [8] также являются ручными. Более того, группы автоморфизмов алгебры
многочленов K[x, y], свободной ассоциативной алгебры K 〈x, y〉 и свободной ал-
гебры Пуассона P{x, y} от двух переменных изоморфны [6, 7, 8]. Автоморфизмы
двупорожденных правосимметричных алгебр над произвольным полем [9] также
являются ручными и группа автоморфизмов такой алгебры допускает структуру
амальгамированного свободного произведения [10].
В 2004 году У. Умирбаев и И. Шестаков доказали [11], что автоморфизм На-
гаты
(x+ 2y(xz − y2) + (xz − y2)2z, y + (xz − y2)z, z)
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алгебры многочленов K[x, y, z] является диким в случае поля нулевой характери-
стики.
У.У. Умирбаев также доказал [1], что автоморфизм Аника
(x+ z(xz − zy), y + (xz − zy)z, z)
свободной ассоциативной алгебры K 〈x, y, z〉 над полем нулевой характеристики
является диким.
В 1964 году П. Кон [12] доказал, что автоморфизмы конечно порожденных
свободных алгебр Ли над произвольным полем являются ручными. Дж. Левин
[13] обобщил этот результат для шрайеровых многообразий алгебр. Напомним,
что шрайеровыми являются многообразия всех неассоциативных алгебр [14], ком-
мутативных и антикоммутативных алгебр [15], алгебр Ли [16, 17] и супералгебр
Ли [18, 19]. Следовательно, автоморфизмы свободных неассоциативных алгебр,
свободных коммутативных и антикоммутативных алгебр конечного ранга над по-
лями также являются ручными.
В работах [20, 21] были исследованы группы автоморфизмов конечно порож-
денных свободных алгебр над кольцом главных идеалов. В частности один из
результатов (Теорема 3, [21]) гласит, что автоморфизмы свободных неассоциатив-
ных алгебр над кольцом главных идеалов являются ручными. Однако в работе
[22] приведен пример дикого автоморфизма
η = (x1 + x2(zx1 − x
2
2) + (zx1 − x
2
2)x2 + z(zx1 − x
2
2)
2, x2 + z(zx1 − x
2
2))
свободной неассоциативной алгебры и свободной коммутативной алгебры ранга
два над евклидовым кольцом. Этот автоморфизм является обобщением автомор-
физма Нагаты. Метод построения этого автоморфизма не проходит для антиком-
мутативных алгебр, так как квадрат элемента в антикоммутативных алгебрах
равен нулю. Обобщение методов построения автоморфизмов Нагаты [23] и Аника
[24] позволило в настоящей работе построить дикий автоморфизм
δ = (x1 + [zx1 − [x2, x3], x3], x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3)
алгебры Ли ранга 3 над евклидовым кольцом. Этот автоморфизм является ана-
логом автоморфизма Аника свободных ассоциативных алгебр [24].
В конце своей работы [25] М.А. Шевелин отметил, что из замечаний рецен-
зента следует следующий результат: «Группа автоморфизмов свободной алгебры
Ли от трех переменных является свободным произведением с объединенной под-
группой. Точный вид сомножителей и объединенной подгруппы можно извлечь
из выкладок пункта 2.3». Недавно Р. Наурызбаев и У. Умирбаев анонсировали
[26], что группа автоморфизмов свободной алгебре Ли L3(K) от трех переменных
над произвольным полем K представляется в виде
Aut(L3(K)) ∼= GL3(K) ∗H(K) B3(K),
где GL3(K) – подгруппа линейных автоморфизмов и B3(K) – подгруппа автомор-
физмов вида
µ = (α1x1 + h(x2, x3), β2x2 + β3x3, γ2x2 + γ3x3),
и H(K) = GL3(K) ∩ B3(K). В §3 мы распространили этот результат на группу
ручных автоморфизмов свободных алгебр Ли (и свободных антикоммутативных
алгебр) от трех переменных над произвольной областью целостности Φ.
В §4 благодаря этому результату нам удалось установить сократимость руч-
ных автоморфизмов. В §5 представлено доказательство того, что автоморфизм
δ алгебры L3(Φ) над евклидовым кольцом Φ является диким. В §2 приведены
некоторые необходимые определения и факты.
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2 Определения и предварительные факты
Пусть Φ - произвольная область целостности. Множество всех обратимых эле-
ментов Φ обозначим через Φ∗. Обозначим через LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 свободную ал-
гебру Ли с множеством свободных порождающих X = {x1, x2, . . . , xn} над Φ.
Положим x1 > x2 > . . . > xn. Обозначим через X
∗ множество всех неассоциа-
тивных слов в алфавите X. Длиной неассоциативного слова v ∈ X∗ называется
число вхождений в него элементов множества X, она обозначается через d(v).
Каждое неассоциативное слово v длины ≥ 2 имеет единственное представление в
виде v = v1v2, где d(v1), d(v2) < d(v) [27].
В работе А.И. Ширшова [16] доказано, что LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 является сво-
бодным Φ-модулем на множестве правильных слов. Этот результат позволя-
ет рассматривать LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 как Φ-подмодуль свободной алгебры Ли
LK 〈x1, x2, . . . , xn〉 над полем частных K = Q(Φ) кольца Φ.
Будем говорить, что неассоциативное слово v ∈ X∗ имеет тип
(m1, m2, . . . , mn) ∈ Z
n
+, где Z+ - множество неотрицательных целых чисел, ес-
ли неассоциативное слово v содержит xi ровно mi раз. Число mi будем назы-
вать степенью монома v по xi и будем обозначать как degxi v. Положим deg(v) =
degx1(v) + degx2(v) + · · ·+ degxn(v).
Более того, для любого w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ Z
n определим w-степенную
функцию degw полагая
degw(x1) = w1, degw(x2) = w2, . . . , degw(xn) = wn.
Если u = u1u2, где d(u1), d(u2) < d(u), то положим
degw(u) = degw(u1) + degw(u2).
Таким образом, любое w ∈ Zn определяет градуировку
LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 =
⊕
k∈Z
Lk,
где Lk - линейная оболочка слов степени k по degw. Каждый ненулевой элемент
f ∈ LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 однозначно представляется в виде
f = fk1 + fk2 + . . .+ fkt , k1 < k2 < . . . < kt, 0 6= fkj ∈ Lkj .
Элемент fkt называется старшей однородной частью элемента f по отношению к
степени degw. Если w = (1, 1, . . . , 1) ∈ Z
n, то degw совпадает с deg. Через f будем
обозначать старшую однородную часть f по отношению к функции степени deg.
Для элементов f1, f2, . . . , fr ∈ LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 через 〈f1, f2, . . . , fr〉 будем
обозначать Φ-подалгебру порожденную этими элементами. Если 〈f1, f2, . . . , fr〉
– свободная алгебра Ли от порождающих f1, f2, . . . , fr, то множество элементов
f1, f2, . . . , fr называется Ли-независимым (Ли-свободным).
Напомним, что многообразие алгебр Ли над полем K является нильсеновым,
т.е., если элементы f1, f2, . . . , fr алгебры LK 〈x1, x2, . . . , xn〉 – Ли-зависимы, то най-
дется fi такой, что fi ∈
〈
f1, . . . , fi−1, fi+1, . . . , fr
〉
.
Дж. Левин [13] показал, что произвольное однородное многообразие алгебр
является шрайеровым тогда и только тогда, когда оно является нильсеновым.
Следующий факт является общеизвестным [16].
Следствие 1 Элементы f1, f2 алгебры LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 – Ли-зависимы тогда
и только тогда, когда f1, f2 линейно зависимы над Φ.
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Доказательство. Пусть f1, f2 – ненулевые Ли-зависимые элементы алгеб-
ры LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉. Тогда они остаются Ли-зависимыми в алгебре Ли
LK 〈x1, x2, . . . , xn〉 над полем частных K = Q(Φ) кольца Φ. В силу нильсеново-
сти многообразия алгебр Ли над полем, имеем f1 ∈
〈
f2
〉
K
или f2 ∈
〈
f1
〉
K
, где〈
f
〉
K
обозначает K-подалгебру порожденную элементом f .
Так как 〈f〉 = Kf для любого f в алгебре Ли, то, отсюда получаем f1 = αf2
или f2 = αf1, где 0 6= α ∈ K. Допустим f1 = αf2. Рассмотрим элементы f1−αf2, f2.
Тогда
deg(f1 − αf2) < deg(f2).
Так как элементы f1 − αf2, f2 снова являются Ли-зависимыми, то, как и выше,
имеем f2 ∈
〈
f1 − αf2
〉
= K(f1 − αf2) или f1 − αf2 ∈
〈
f2
〉
= Kf2. Это возможно
только при f1 − αf2 = 0.✷
Утверждение следующей леммы также хорошо известно [28].
Лемма 1 Пусть f1, f2, . . . , fr ∈ LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 и H ∈ 〈f1, f2, . . . , fr〉. Тогда
если f1, f2, . . . , fr – Ли-независимы, то H ∈
〈
f1, f2, . . . , fr
〉
.
Доказательство. Положим deg(fi) = ni, где 1 ≤ i ≤ r. Пусть 0 6= h =
h(z1, z2, . . . , zr) ∈ LΦ 〈z1, z2, . . . , zr〉 такое, что H = h(f1, f2, . . . , fr). Положим
w = (n1, n2, . . . , nr) ∈ Z
r и рассмотрим в алгебре LΦ 〈z1, z2, . . . , zr〉 функцию степе-
ни degw. Тогда h = h
′ + h˜, где h˜ - старшая однородная часть h относительно degw
и degw(h
′) < degw(h˜). Пусть degw(h) = k. Заметим, что fi = f
′
i + fi для всех i, где
fi - старшая однородная часть fi по deg. Тогда
H = h(f1, f2, . . . , fr) = h
′(f1, f2, . . . , fr) + h˜(f1, f2, . . . , fr) =
= h′(f1, f2, . . . , fr) + h˜(f
′
1 + f1, f
′
2 + f2, . . . , f
′
r + fr) = g
′ + h˜(f1, f2, . . . , fr),
где deg(g′) < k. Так как f1, f2, . . . , fr – Ли-независимые, то h˜(f1, f2, . . . , fr) не равен
нулю и имеет степень k в силу выбора w. Следовательно, H = h˜(f1, f2, . . . , fr) ∈〈
f1, f2, . . . , fr
〉
. ✷
Следствие 2 Пусть f1, f2 – Ли-независимые элементы алгебры L(Φ) =
LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉. Тогда для любого 0 6= g(x1, x2) ∈ [L(Φ), L(Φ)] имеет место
неравенство
deg(g(f1, f2)) > max{deg(f1), deg(f2)}.
Доказательство. Заменяя Φ на поле частных K = Q(Φ), можно считать, что Φ
является полем. Если f1, f2 – линейно независимы, то они являются также Ли-
независимыми по следствию 1. По лемме 1 имеем g(f1, f2) ∈
〈
f1, f2
〉
. Более того,
каждый моном g(x1, x2) содержит x1 и x2, так как 0 6= g(x1, x2) ∈ [L(Φ), L(Φ)].
Повторяя рассуждения приведенные в доказательстве леммы 1, получаем
deg(g(f1, f2)) ≥ deg(f1) + deg(f2).
Пусть f1 = βf2, 0 6= β ∈ Φ. Положим f
′
1 = f1 − βf2. Имеем 〈f1, f2〉 = 〈f
′
1, f2〉
и, очевидно, найдется h ∈ [L(Φ), L(Φ)] такой, что g(f1, f2) = h(f
′
1, f2). Так как
deg f ′1 < deg f2, то элементы f
′
1 и f2 – линейно независимы. Применяя рассуждения
предыдущего абзаца, имеем
deg(g(f1, f2)) ≥ deg(f
′
1) + deg(f2).
Утверждение следствия выполняются в обоих случаях. ✷
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3 Представление группы автоморфизмов алгебры
LΦ 〈x1, x2, x3〉
Пусть Aut(L(Φ)) — группа всех автоморфизмов свободной алгебры
Ли LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 над произвольной областью целостности Φ. Через
φ = (f1, f2, . . . , fn) обозначим автоморфизм алгебры LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 такой, что
φ(xi) = fi, где 1 ≤ i ≤ n.
Автоморфизм δ алгебры LΦ 〈x1, x2, . . . , xn〉 называется элементарным, если
найдется i такое, что δ(xi) = αxi + f и δ(xj) = xj для всех j 6= i, где α ∈ Φ
∗, f ∈
LΦ 〈x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn〉. Подгруппа T (L(Φ)) группы Aut(L(Φ)) порожден-
ная всеми элементарными автоморфизмами называется подгруппой ручных авто-
морфизмов. Автоморфизм ϕ ∈ Aut(L(Φ)) называется ручным, если ϕ ∈ T (L(Φ)),
иначе ϕ называется диким.
Далее всюду будем рассматривать трехпорожденную свободную алгебру Ли
L3(Φ) = LΦ 〈x1, x2, x3〉. Пусть GL3(Φ) – подгруппа линейных автоморфизмов груп-
пы Aut(L3(Φ)). Через B3(Φ) обозначим подгруппу группы автоморфизмов алгеб-
ры L3(Φ) вида
µ = (α1x1 + h(x2, x3), β2x2 + β3x3, γ2x2 + γ3x3),
где α1, β2, β3, γ2, γ3 ∈ Φ, h ∈ LΦ 〈x2, x3〉. Очевидно, µ является автоморфизмом
тогда и только тогда, когда α1 ∈ Φ
∗ и
∣∣∣∣β2 β3γ2 γ3
∣∣∣∣ ∈ Φ∗.
Лемма 2 Cистема элементов
B0 = {τ = (x1 + h(x2, x3), x2, x3)|h(x2, x3) ∈ [L3(Φ), L3(Φ)]}
является системой представителей левых смежных классов группы B3(Φ) по
подгруппе H(Φ) = GL3(Φ) ∩ B3(Φ).
Доказательство. Любой элемент µ ∈ B3(Φ) имеет вид
µ = (α1x1 + α2x2 + α3x3 + g(x2, x3), β2x2 + β3x3, γ2x2 + γ3x3),
где α1 ∈ Φ
∗ и g(x2, x3) ∈ [L3(Φ), L3(Φ)]. Тогда µ = τ ◦ γ, где
τ = (x1 + α
−1
1 g(x2, x3), x2, x3), γ = (α1x1 + α2x2 + α3x3, β2x2 + β3x3, γ2x2 + γ3x3).
Очевидно, τ ∈ B0, γ ∈ H(Φ).
Пусть теперь τ, τ ′ ∈ B0 и τ 6= τ
′. Если τ = (x1 + h(x2, x3), x2, x3) и τ
′ = (x1 +
h′(x2, x3), x2, x3), то
τ−1 ◦ τ ′ = (x1 − h(x2, x3), x2, x3) ◦ (x1 + h
′(x2, x3), x2, x3) =
= (x1 − h(x2, x3) + h
′(x2, x3), x2, x3) /∈ H(Φ),
поскольку h(x2, x3) 6= h
′(x2, x3). ✷
Пусть A0 — произвольная фиксированная система представителей (со-
держащая единицу) левых смежных классов группы GL3(Φ) по подгруппе
H(Φ) = GL3(Φ) ∩ B3(Φ).
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Лемма 3 Любой ручной автоморфизм φ ∈ T (L3(Φ)) представим в виде
φ = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk ◦ τk ◦ λ, (1)
где σi ∈ A0, σ2, . . . , σk 6= id, τi ∈ B0, τ1, . . . , τk 6= id, λ ∈ GL3(Φ).
Доказательство. Любой ручной автоморфизм φ представляется в виде
φ = δ1 ◦ δ2 ◦ . . . ◦ δn,
где δ1, δ2, . . . , δn - элементарные автоморфизмы. Любой элементарный автомор-
физм имеет вид
λ1 ◦ τ ◦ λ2,
где τ ∈ B0, λ1, λ2 ∈ GL3(Φ).
Следовательно, имеем
φ = λ1 ◦ τ1 ◦ λ2 ◦ τ2 ◦ . . . ◦ λn ◦ τn ◦ λn+1
где λi ∈ GL3(Φ), τi ∈ B0. Индукцией по n докажем, что φ представляется в виде
(1) с k ≤ n. Имеем λ1 = σ1 ◦ γ1, где σ1 ∈ A0, γ1 ∈ H(Φ). Тогда
λ1 ◦ τ1 = σ1 ◦ γ1 ◦ τ1 = σ1 ◦ τ
′
1 ◦ γ1,
где τ ′1 = γ1 ◦ τ1 ◦ γ
−1
1 ∈ B0. Следовательно,
φ = σ1 ◦ τ
′
1 ◦ (γ1 ◦ λ2) ◦ τ2 ◦ . . . ◦ λn ◦ τn ◦ λn+1.
По индуктивному предположению произведение
(γ1 ◦ λ2) ◦ τ2 ◦ . . . ◦ λn ◦ τn ◦ λn+1
записывается в виде
σ2 ◦ τ
′
2 ◦ σ3 · · · ◦ σk ◦ τ
′
k ◦ σk+1 ◦ γ, k ≤ n.
Следовательно,
φ = σ1 ◦ τ
′
1 ◦ σ2 ◦ τ
′
2 ◦ σ3 · · · ◦ σk ◦ τ
′
k ◦ σk+1 ◦ γ.
Если σ2 6= id, то полученное представление имеет вид (1). Пусть σ2 = id. Так
как τ ′1 ◦ τ
′
2 = τ
′′
2 ∈ B0, то
φ = σ1 ◦ τ
′
1 ◦ τ
′
2 ◦ σ3 · · · ◦ σk ◦ τ
′
k ◦ σk+1 ◦ λ = σ1 ◦ τ
′′
2 ◦ σ3 · · · ◦ σk ◦ τ
′
k ◦ σk+1 ◦ λ.
Поскольку k− 1 < n, то по индуктивному предположению φ записывается в виде
(1). ✷
Если φ = (f1, f2, f3) ∈ T (Φ), то положим
deg(φ) = max{deg(f1), deg(f2), deg(f3)}.
Рассмотрим представление φ в виде (1). Для каждого 1 ≤ i ≤ k положим
φi = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ . . . ◦ σi ◦ τi = (φi(x1), φi(x2), φi(x3)). (2)
Лемма 4 Для каждого автоморфизма φi из (2) имеет место неравенство
1 < deg(φ1) < deg(φ2) < . . . < deg(φk),
deg(φi(x2)), deg(φi(x3)) < deg(φi(x1)) = deg(φi).
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Доказательство. Доказательство данной леммы проведем индукцией по k.
Пусть k = 1 и
τ1 = (x1 + h1(x1, x2), x2, x3), 0 6= hk(x2, x3) ∈ [L(Φ), L(Φ)] .
Тогда
φ1 = σ1 ◦ τ1 = (σ1(x1) + h1(σ1(x2), σ1(x3)), σ1(x2), σ1(x3)) = (φ1(x1), φ1(x2), φ1(x3)).
Так как σ1(x1), σ1(x2), σ1(x3) – линейные и линейно независимые, то
deg(h1(σ1(x2), σ1(x3))) ≥ 2.
Следовательно, имеем
1 = deg(φ1(x2)) = deg(φ1(x3)) < deg(φ1(x1)) и deg(φ1) = deg(φ1(x1)).
Допустим, что утверждение леммы верно для всех автоморфизмов φi, где 1 ≤
i ≤ k − 1. Положим
φk−1 = (φk−1(x1), φk−1(x2), φk−1(x3)) = (g, s, t).
По предположению индукции имеем
deg(s), deg(t) < deg(g) и deg(φk−1) = deg(φk−1(x1)) = deg(g).
Пусть
σk = (a1x1 + b1x2 + c1x3, a2x1 + b2x2 + c2x3, a3x1 + b3x2 + c3x3) 6= id.
Тогда хотя бы один из элементов a2 и a3 не равны нулю, так как σk /∈ H(Φ). Имеем
φk−1 ◦ σk = (a1g + b1s+ c1t, a2g + b2s+ c2t, a3g + b3s+ c3t).
Следовательно, max{deg(a2g + b2s+ c2t), deg(a3g + b3s+ c3t)} = deg(g).
Пусть
τk = (x1 + hk(x2, x3), x2, x3), 0 6= hk(x2, x3) ∈ [L(Φ), L(Φ)] .
Тогда
φk−1 ◦ σk ◦ τk = (a1g + b1s+ c1t+ hk(a2g + b2s+ c2t, a3g + b3s+ c3t),
a2g + b2s+ c2t, a3g + b3s+ c3t) = (φk(x1), φk(x2), φk(x3))
Так как компоненты
φk(x2) = a2g + b2s+ c2t, φk(x3) = a3g + b3s+ c3t
являются Ли-независимыми, то по следствию 2 получаем следующее неравенство
deg(hk(a2g + b2s+ c2t, a3g + b3s+ c3t)) > max{deg(φk(x2)), deg(φk(x3))} = deg(g).
Следовательно, deg φk(x1) > deg g и deg φk = deg φk(x1) > deg φk−1. ✷
Лемма 5 Представление (1) автоморфизма φ из леммы 3 является однознач-
ным.
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Доказательство. Достаточно показать, что
σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ . . . ◦ σk ◦ τk ◦ σk+1 ◦ λ 6= id,
при k ≥ 1, σi ∈ A0, σ2, . . . , σk 6= id, τi ∈ B0, τ1, . . . , τk 6= id, λ ∈ GL3(Φ).
Докажем от противного. Допустим
σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ . . . ◦ σk ◦ τk ◦ σk+1 ◦ λ = id.
Тогда имеем
τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ . . . ◦ σk ◦ τk = σ
−1
1 ◦ λ
−1 ◦ σ−1k+1. (3)
Согласно лемме 4 автоморфизм
φ = (φk(x1), φk(x2), φk(x3)) = τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ . . . ◦ σk ◦ τk
имеет степень
deg(φ) = deg φk(x1) > 1,
т.е. автоморфизм в левой части равенства (3) не является линейным. Это про-
тиворечит равенству (3), так как правая часть равенства (3) является линейной.
✷
Теорема 1 Пусть Φ - произвольная область целостности. Группа ручных ав-
томорфизмов T (L3(Φ)) алгебры L3(Φ) является свободным произведением под-
группы линейных автоморфизмов GL3(Φ) и подгруппы B3(Φ) с объединенной под-
группой H(Φ) = GL3(Φ) ∩ B3(Φ), т.е.
T (L3(Φ)) ∼= GL3(Φ) ∗H(Φ) B3(Φ).
Доказательство. Поскольку A0 и B0 – системы левых смежных классов GL3(Φ)
и B3(Φ) по подгруппе H , то по лемме 3 любой ручной автоморфизм алгебры L3(Φ)
представляется в виде (1). По лемме 5 такое представление является однознач-
ным. Это означает [29], что
T3(Φ) ∼= GL3(Φ) ∗H(Φ) B3(Φ). ✷
4 О сократимости ручных автоморфизмов
Целостное кольцо Φ, не являющееся полем, называется евклидовым [30], если
существует функция |·| : Φ\ {0} −→ Z+ (называемая нормой), удовлетворяющая
следующим условиям:
E1) для любых a, b ∈ Φ\ {0}, |ab| ≥ |a|, причем равенство имеет место только
тогда, когда элемент b обратим;
E2) для любых a, b ∈ Φ, где b 6= 0, существуют такие q, r ∈ Φ, что a = bq + r и
либо r = 0, либо |r| < |b|.
Положим e = |1| ∈ Z+, где 1 ∈ Φ-единица кольца Φ. Имеем |a| = e тогда и
только тогда, когда a ∈ Φ∗.
Основными примерами евклидовых колец являются кольцо Z целых чисел с
абсолютным значением целых чисел и кольцо K[x] многочленов над полем K со
степенью многочленов. Следовательно, e = 1 в кольце Z и e = 0 в кольце K[x].
Пусть L3(Φ) = LΦ 〈x1, x2, x3〉 – свободная алгебра Ли от трех переменных над
евклидовым кольцом Φ. Введем линейный порядок ≥ на множестве X∗ неассоци-
ативных слов. Положим x1 > x2 > x3. Если u, v ∈ X
∗, то положим u < v, если
выполняется одно из следующих условий:
8
(i) d(u) < d(v);
(ii) Если d(u) = d(v) ≥ 2, u = u1u2 и v = v1v2, то u1 < v1 или u1 = v1 и u2 < v2.
По теореме А.И. Ширшова свободная алгебра Ли LΦ 〈x1, x2, x3〉 является сво-
бодным Φ-модулем с базой V , состоящей из правильных неассоциативных слов
[16]. Каждый ненулевой элемент f ∈ L3(Φ) записывается однозначно в виде
f = α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn, 0 6= αi ∈ Φ, v1 > v2 > . . . > vn ∈ V
Слово v1 называется старшим словом (мономом) f , а α1 называется старшим
коэффициентом f . Обозначим их через lm(f) и lc(f), соответственно. Через f̂ =
α1v1 обозначим старший член элемента f .
Пусть f — произвольный элемент из L3(Φ). Положим
D(f) = (lm(f), |lc(f)|)
и назовем D(f) показателем элемента f .
Пусть ϕ = (f1, f2, f3) - автоморфизм алгебры L3(Φ). Тогда показателем авто-
морфизма ϕ назовем
D(ϕ) = (u, w, s, |lc(f1)|+ |lc(f2)|+ |lc(f3)|) ∈ V
3 × Z+,
где {u, w, s} = {lm(f1), lm(f2), lm(f3)} и u ≥ w ≥ s.
Заметим, что D инвариантно относительно перестановки компонент автомор-
физма. Имеем
D(id) = (x1, x2, x3, 3e),
где id = (x1, x2, x3) - тождественный автоморфизм. Более того,
D(f1, f2, f3) = (x1, x2, x3, 3e)
тогда и только тогда, когда элементы f1, f2, f3 совпадают с некоторой перестанов-
кой элементов
α1x1 + β1x2 + γ1x3, α2x2 + β2x3, α3x3, (4)
где α1, α2, α3 ∈ Φ
∗ и β1, β2, γ1 ∈ Φ.
Обозначим через  лексикографический порядок на множестве V 3 × Z+. За-
метим, что множество V 3 × Z+ линейно упорядочено относительно .
Введем необходимые понятия и определения о сократимости автоморфизмов.
Элементарным преобразованием системы элементов (f1, f2, f3) называется за-
мена одного элемента fi на элемент вида αfi + g, где α ∈ Φ
∗, g ∈ 〈{fj |j 6= i}〉.
Запись
(f1, f2, f3)→ (g1, g2, g3)
означает, что система элементов (g1, g2, g3) получена из системы элементов
(f1, f2, f3) одним элементарным преобразованием.
Если (f1, f2, f3) - ручной автоморфизм алгебры L3(Φ), то существует последо-
вательность элементарных преобразований вида
(x1, x2, x3) = (f
(0)
1 , f
(0)
2 , f
(0)
3 )→ (f
(1)
1 , f
(1)
2 , f
(1)
2 ) → . . .→ (f
(k)
1 , f
(k)
2 , f
(k)
2 ) = (f1, f2, f3).
Автоморфизм θ = (f1, f2, f3) называется элементарно D-сократимым (или θ
допускает элементарное D-сокращение), если существует автоморфизм ψ такой,
что θ → ψ и D(ψ) ≺ D(θ). Будем говорить, что автоморфизм ψ является D-
элементарным сокращением автоморфизма θ.
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Лемма 6 Пусть pi = (g1, g2, g3) - автоморфизм алгебры L3(Φ). Если старшие
члены элементов gi, gj линейно зависимы, где 1 ≤ i 6= j ≤ 3 , то автоморфизм pi
является элементарно D-сократимым.
Доказательство. Без ограничения общности предположим, что ĝ1 и ĝ2 линейно
зависимы, то есть lm(g1) = lm(g2), и пусть для определенности |lc(g1)| ≥ |lc(g2)|.
По E2) существуют q, r ∈ Φ такие, что lc(g1) = lc(g2)q + r и либо r = 0, либо
|r| < |lc(g2)|. Рассмотрим элементарное преобразование
pi = (g1, g2, g3) → (g1 − qg2, g2, g3) = δ.
Имеем D(g1) ≻ D(g1 − qg2). Следовательно, D(pi) ≻ D(δ) и автоморфизм pi явля-
ется элементарно D-сократимым. ✷
Характеризацию ручных автоморфизмов алгебры L3(Φ) дает следующее пред-
ложение.
Предложение 1 Пусть φ = (f1, f2, f3) - ручной автоморфизм алгебры L3(Φ).
Если
D(φ) ≻ (x1, x2, x3, 3e),
то автоморфизм φ является элементарно D-сократимым.
Доказательство.По лемме 5 φ однозначно записывается в виде (1). Рассмотрим
случай когда λ = id. Тогда
φ = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk ◦ τk = (f1, f2, f3).
Положим
ψ = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk = (g1, g2, g3).
Если τk = (x1 + hk(x2, x3), x2, x3), то
φ = ψ ◦ τk = (g1 + hk(g2, g3), g2, g3) = (f1, f2, f3).
По лемме 4 имеем deg(ψ) = deg(φk−1) < deg(φk) = deg(φ).
Следовательно,
D(ψ) ≺ D(φ).
Поскольку φ→ ψ, то автоморфизм φ является элементарно D-сократимым.
Допустим, теперь, что
λ = (a1x1 + b1x2 + c1x3, a2x1 + b2x2 + c2x3, a3x1 + b3x2 + c3x3) 6= id,
где имеем ∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3
∣∣∣∣∣∣ ∈ Φ
∗.
Положим
ω = σ1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ σk ◦ τk = (g1 + hk(g2, g3), g2, g3) = (w1, w2, w3)
Тогда, по лемме 4 deg(w1) > max {deg(w2), deg(w3)}. Следовательно,
ŵ1 = ̂hk(w2, w3).
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Имеем
φ = ω ◦λ = (a1w1+ b1w2+ c1w3, a2w1+ b2w2+ c2w3, a3w1+ b3w2+ c3w3) = (f1, f2, f3).
Если хотя бы два коэффициента из a1, a2, a3 ненулевые, то старшие слова хо-
тя бы двух компонент автоморфизма φ совпадают. Тогда φ - элементарно D-
сократим по лемме 6.
Без ограничение общности можно считать, что a1 = a2 = 0, a3 6= 0. Тогда из
∣∣∣∣∣∣
0 b1 c1
0 b2 c2
a3 b3 c3
∣∣∣∣∣∣ ∈ Φ
∗,
следует, что a3(b1c2 − b2c1) ∈ Φ
∗. Следовательно a3 ∈ Φ
∗ и b1c2 − b2c1 ∈ Φ
∗.
Имеем
〈b1w2 + c1w3, b2w2 + c2w3〉 = 〈w2, w3〉 .
Рассмотрим автоморфизм
ψ = (b1w2 + c1w3, b2w2 + c2w3, a
−1
3 f3 − hk(w2, w3)),
где a−13 f3−hk(w2, w3) = g1+a
−1
3 (b3w2+ c3w3) и deg(w1) > deg(g1), deg(w2), deg(w3).
Поскольку φ→ ψ, то автоморфизм φ является элементарно D-сократимым. ✷
Непосредственный анализ доказательства предложения 1 дает
Следствие 3 Пусть pi = (g1, g2, g3) – ручной автоморфизм алгебры L3(Φ) и
lm(g1) < lm(g2) < lm(g3). Тогда найдется h ∈ L2(Φ) такое, что
g3 = h(g1, g2).
Следствие 4 Ручные и дикие автоморфизмы алгебры L3(Φ) над конструктив-
ным евклидовым кольцом Φ алгоритмически распознаваемы.
Доказательство. Проведем индукцию по показателю D(φ) автоморфизма
φ ∈ Aut(L3(Φ)). Если D(φ) = (x1, x2, x3, 3e), то φ имеет вид (4). Следователь-
но, автоморфизм φ является линейным. Так как любая обратимая матрица над
евклидовым кольцом является произведением элементарных и диагональных мат-
риц [30], то линейные автоморфизмы являются ручными.
Если автоморфизм φ не является элементарно D-сократимым, то φ является
диким по предложению 1. Пусть φ = (f1, f2, f3) – ручной автоморфизм алгебры
L3(Φ). Если lm(fi), lm(fj) совпадают для некоторых 1 ≤ i 6= j ≤ 3, то по лемме
6 автоморфизм φ допускает линейное D-сокращение. Поэтому, без ограничения
общности можно считать, что lm(f1) < lm(f2) < lm(f3). Отсюда следует, что
f1, f2, f3 – линейно независимы. По следствию 3 найдется h ∈ L2(Φ) такое, что
f3 = h(f1, f2). Заметим, что f1, f2 – Ли-независимы по следствию 1. Тогда по
лемме 1 имеем
f3 = h(f1, f2) ∈
〈
f1, f2
〉
.
Условие f3 ∈
〈
f1, f2
〉
легко проверяется, так как f1, f2 – Ли-независимы и од-
нородны. Если f3 ∈
〈
f1, f2
〉
, то легко построить H ∈ L2(Φ) такое, что f3 =
H(f1, f2). Тогда автоморфизм ψ = (f1, f2, f3 − H(f1, f2)) является элементарным
D-сокращением автоморфизма φ. Имеем D(ψ) ≺ D(φ). Очевидно, φ является руч-
ным тогда и только тогда, когда ψ является ручным автоморфизмом. Индукция
по D завершает доказательство. ✷
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5 Аналог автоморфизма Аника
Пусть Φ — евклидово кольцо и 0 6= z ∈ Φ \ Φ∗. Положим, что K = Q(Φ) —
поле частных кольца Φ. В работе [22] было приведено построение автоморфизма
Нагаты алгебры K[x1, x2] над полем частных K. Таким же образом был постро-
ен автоморфизм свободной неассоциативной алгебры ранга 2 над евклидовым
кольцом. Однако метод построения этого автоморфизма не проходит для анти-
коммутативных алгебр, так как квадрат любого элемента в этой алгебре равен
0. Рассмотрим следующую последовательность преобразований троек элементов
алгебры L3(Q(Φ)):
(x1, x2, x3) → (zx1, x2, x3)→ (zx1 − [x2, x3], x2, x3)→
→ (zx1 − [x2, x3], x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3) →
→ (zx1 − [x2, x3] + [x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3], x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3) =
= (zx1 + z[zx1 − [x2, x3], x3], x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3) =
= (z(x1 + [zx1 − [x2x3], x3]), x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3) →
→ (x1 + [zx1 − [x2, x3], x3], x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3).
Таким образом с помощью этих преобразовании, которые являются элементар-
ными над K, но не над Φ, получен эндоморфизм
δ = (x1 + [zx1 − [x2, x3], x3], x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3)
алгебры L3(Φ).
Лемма 7 Эндоморфизм δ алгебры L3(Φ) = LΦ 〈x1, x2, x3〉 является автоморфиз-
мом.
Доказательство. Пусть δ = (b1, b2, b3). Достаточно показать, что элементы b1, b2, b3
порождают всю алгебру LΦ 〈x1, x2, x3〉. Непосредственные вычисления дают
zb1 − [b2, b3] = zx1 − [x2, x3] ∈ 〈b1, b2, b3〉 ,
b2 − z(zb1 − [b2, b3]) = x2 ∈ 〈b1, b2, b3〉 ,
b1 − [zb1 − [b2, b3], b3] = x1 ∈ 〈b1, b2, b3〉 ,
т.е., x1, x2, x3 ∈ 〈b1, b2, b3〉. ✷
Теорема 2 Автоморфизм δ алгебры L3(Φ) = LΦ 〈x1, x2, x3〉 является диким.
Доказательство. Допустим, что автоморфизм
δ = (x1 + [zx1 − [x2, x3], x3], x2 + z(zx1 − [x2, x3]), x3) = (f1, f2, f3)
является ручным. Имеем
f1 = [[x2, x3], x3], f2 = z[x2, x3], f3 = x3.
По следствию 3 найдется 0 6= h ∈ LΦ 〈f2, f3〉 такое, что f1 = h(f2, f3). Тогда по
лемме 1 получаем, что f1 ∈
〈
f2, f3
〉
. В подалгебре
〈
f2, f3
〉
только произведение
[f2, f3] = z[[x2, x3], x3] имеет степень 3 по x1, x2, x3. Так как f1 = [[x2, x3], x3] ли-
нейно не выражается через [f2, f3], то f1 не принадлежит подалгебре
〈
f2, f3
〉
. По-
лученное противоречие показывает, что автоморфизм δ не является элементарно
D-сократимым. По предложению 1 он не является ручным. ✷
Заметим, что доказательства теорем 1 и 2 полностью проходят и для свобод-
ных антикоммутативных алгебр. В частности, автоморфизм δ свободной антиком-
мутативной алгебры AKΦ 〈x1, x2, x3〉 над евклидовым кольцом Φ также является
диким.
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